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Wiederholung: Grundbegriffe der Algebra

v

Mengen

v

Relationen, Verkniipfungen

v

Gruppe, Abel'sche Gruppe

v

Korper, Ring

Vektorraum

v

> usw.
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Nutzen einer (abstrakten) Algebra?!

Analyse und Beschreibung von
» gemeinsamen, wichtigen Eigenschaften
» mathematischer Operationen

» mit vielfaltigen Anwendungen

Spezifiziert durch
» die Art der Elemente (z.B. ganze Zahlen, Aussagen, usw.)
» die Verkniipfungen (z.B. Addition, Multiplikation)

» zentrale Elemente  (z.B. Null-, Eins-, inverse Elemente)

Anwendungen: z.B. fehlerkorrigierende Codes auf CD/DVD
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Boole'sche Algebra

v

George Boole, 1850: Untersuchung von logischen Aussagen mit
den Werten true (wahr) und false (falsch)

v

Definition einer Algebra mit diesen Werten

» Vier grundlegende Funktionen:
» NEGATION (NOT) Schreibweisen: —a, a, ~a
» UND - aAb, a&b
» ODER —"— avb,alb
» XOR —'— adb,a” b

v

Claude Shannon, 1937: Realisierung der Boole'schen Algebra
mit Schaltfunktionen (binare digitale Logik)
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Grundverknipfungen

» zwei Werte: wahr (true, 1) und falsch (false, 0)

» vier grundlegende Verkniipfungen:

NOT(x) AND( x, y) OR(x, y) XOR(x,y)
X y X @ ]. y X 0 1 y - 0 1
01 0,0 0 0,0 1 00 1
110 110 1 111 1 171 0

> alle logischen Operationen lassen sich mit diesen Funktionen
darstellen (vollstandige Basismenge)
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Grundverknipfungen

> zwei Werte, {0,1}
> insgesamt 4 Funktionen mit einer Variable
fix) = 0, A(x) = 1, h(x) = x, (x) = =x

> insgesamt 16 Funktionen zweier Variablen

. n . -
» allgemein 22" Funktionen von n Variablen

» spater noch viele Beispiele
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Alle Funktionen von zwei Variablen

; : ; 61’ i Bezeichnung Notation Alternativnotation Java/C-Notation
0000 Nullfunktion 0 0
0001 AND TNy x&&y
006010 Inhibition y>x y>X
0011 Identitat y Yy y
0100 Inhibition T >y x>y
0161 Identitat x @ X
®© 1160 | XOR TPy T#yY x!=y
0111 OR zUy x|ly
1000 | NOR —(zUy) I y)
1001 Aquivalenz —(z®y) T=y X==y
1010 NICHT x T iz Ix
1011 Implikation z <y T —y y>=x
1100 NICHT y -y y’ ly
1101 Implikation T >y Ty x>=y
1110 NAND —(zNy) 1 (x&&y)
1111 Einsfunktion 1 1
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Boole'sche Algebra

» 6-Tupel < {0,1},V,A,—, 0,1 > bildet eine Algebra

v

{0,1} Menge mit zwei Elementen
V ist die , Addition”
A ist die ,,Multiplikation"

v

v

» — st das ,Komplement" (nicht das Inverse!)
0 (false) ist das Nullelement der Addition
1 (true) ist das Einselement der Multiplikation

v

v
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Rechenregeln: Ring / Algebra
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Eigenschaft Ring der ganzen Zahlen Boole'sche Algebra
Kommutativ- at+b=b+a aVb=bVa
gesetz axb=bxa aANb=bAa
Assoziativ- (a+b)+c=a+(b+c) (avb)Vec=aV(bVc)
gesetz (axb)xc=ax(bxc) (anb)Ac=aAn(bAc)
Distributiv- ax(b+c) = (axb)+(axc) | an(bVvc) =(anb)V(aic)
gesetz
Identitaten a+0=a av0=a
axl=a aNl=a
Vernichtung ax0=0 an0=0
Ausléschung —(—a)=a —(—a)=a
Inverses a+(—-a)=0 —
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Rechenregeln: Ring / Algebra (cont.)

Eigenschaft Ring der ganzen Zahlen Boole'sche Algebra
Distributivgesetz — aV(bAc)=(avb)A(aVc)
Komplement — av-a=1

— aN—-a=0
Idempotenz — aVa=a

— aNa=a
Absorption — av(anb)=a

— an(avb)=a
De-Morgan Regeln — —(aVvb)=-aA-b

— —-(aAb)=-aVv-b
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De-Morgan Regeln

—(aVvb)=—-aA-b —(aAb)=-aV-b

e Dn =D

1. Ersetzen von UND durch ODER und umgekehrt
= Austausch der Funktion

2. Invertieren aller Ein- und Ausginge
Verwendung

» bei der Minimierung logischer Ausdriicke
» beim Entwurf von Schaltungen

» siehe Abschnitte: , Schaltfunktionen” und , Schaltnetze"
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XOR: Exklusiv-Oder / Antivalenz

= entweder a oder b (ausschlieBlich)
a ungleich b (= Antivalenz)

» adb=(-aAb)V(aA-b)
genau einer von den Termen a und b ist wahr

» adb=(aVb)A—-(aAb)
entweder a ist wahr, oder b ist wahr, aber nicht beide
gleichzeitig

» adba=0
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