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Agenda Koordinatensysteme

2. Grundlagen der Robotik Die Lage von Gegenstanden, also ihre Position und Orientierung

im euklidischen Raum, lasst sich beschreiben durch Angabe eines
kartesischen Koordinatensystems (KS) hier K und der Angabe der
Transformation zwischen diesem und dem Ursprungs-Koordinaten-
system hier B.

Koordinatensysteme

e —— Einheitsvektoren
p,p’ —— Positionsvektoren

J. Zhang o =] - = YAl 36 J. Zhang o =] - = VAl 37


http://tams.informatik.uni-hamburg.de/lectures/2012ss/vorlesung/GdSR
http://tams.informatik.uni-hamburg.de/lectures/2012ss/vorlesung/GdSR

MIN-Fakultat
UH Fachbereich Informatik
L2l Universitit Hamburg

2.3 - Koordinatensysteme 64-544 Grundlagen der Signalverarbeitung und Robotik

MIN-Fakultat
Fachbereich Informatik
L2 Universitdit Hamburg

2.3 - Koordinatensysteme 64-544 Grundlagen der Signalverarbeitung und Robotik

Beschreibung von Position und Orientierung eines Objektes Koordinaten-Transformation

» Uberfithrung von Koordinatensystemen:
Frame: ein Bezugskoordinatensystem
Typische Frames:

Position (Objekt-Koordinaten):
» gegeben durch p = [px7py,Pz]T e R3

» Roboterbasis

Orientierung: Erdofok
. » Endeffektor
» Euler-Winkel ¢, 0, > Tisch (Welt)
» Drehungen werden nacheinander um die > Objekt 4 N
Achsen der neuen Koocdlgatensysteme rni M N3 » Kamera E
durchgefiihrt; z. B. ZX'Z R— . . B
A ) 3x3. = |1 N> N3 » Bildschirm
» Dreh— oder Rotationsmatrix R € R>*>: .
» redundant; 9 Parameter bei f=3 f31 132 133 5
> Roll-Pitch-Yaw Frame-Transformationen tberfihren einen Frame in einen anderen.
» auf Objektkoordinatensystem bezogen (in Luft- u. Seefahrt wblich)
» Rotationen erfolgen auf die unverénderten Achsen (X Rollen, Y
Nicken, Z Gieren)
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Koordinaten-Transformation (cont.) Homogene Koordinaten
» Matrizenmultiplikation mit einer 3 x 3-Matrix kann Rotation, » Homogene Koordinaten sind bekannt aus der Computergrafik,

Skalierung oder Scherung beschreiben

um Probleme in der Matrixberechnug zu umgehen
» Aber: Verschiebung (Translation) erfordert Vektoraddition

» Die Punkte eines n-dimensionalen Raums werden in einem
n+ 1 dimensionalen Raum dargestellt

> Aus p = (x,y,z) € R® wird p’ = (hx, hy, hz, h) € R*, wobei

» Dies kann umgangen werden, indem eine weitere Spalte zur
Matrix hinzugefiigt wird.

» Aber: Die Matrix ist dann nicht mehr invertierbar h£0eR
. Beispiel:
» Ubergang nach R* (4 x 4-Matrix), um sowohl| Rotation, (2.5.4) € R® — (1, 25,2, 05),...(2,5,4,1), .. (4,10,8,2), . € R*

Translation, Scherung, Projektion, lokale und komplette

Skalierung zu beschreiben » In der Robotik ist h =1, was einer direkten Projektion

zwischen n- und (n + 1)-dimensionalem Raum entspricht

» Verwendung homogener Koordinaten . .
& & > hist eine Art Skalierung
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Homogene Transformationen Homogene Transformationen (cont.)
> In der Robotik ist man nur an Rotation und Translation
) ] interessiert Daher ergibt sich:
Rotation | Translation
Scherung | Rotation |  Translation
H = | lokale Skalierung | H=|-——— | &)
Projektion | Skalierung 000 | 1
R p
- » somit aus pund R: H = € RAx4
3 |3 P 0001
X X .. . T A
B 3 I 1 » Verkettung mehrerer H iiber Matrixmultiplikation
S i —— » nicht kommutativ, d.h. A-B# B-A
| 1 x3 | 1x1
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Translation Rotation um x-Achse
Verschieben um Vektor [py, py . PALE Drehung um die x-Achse um den Winkel v:

1 0 0
R 0 cos(¢p) —sin(¢))
W70 sin(y)  cos(t)
0 0 0

T(px,py,pz)

O O O =
O O = O
o = O O
P3P
_ O O O

at = Ry 3"
T . 3T ax
a- = T(PXaPy,Pz) a a, - cos(y)) — a, - sin(v))

(aX + Px; dy e Py, az + Pz, 1)T ay -sin(¥) + az - cos(1))

1
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Exkurs: Rotation in der euklidischen Ebene R Rotation um y-Achse
» Drehung eines Vektors pi in R? auf dem Einheitskreis gegen Drehung um die y-Achse um den Winkel 6:

den Uhrzeigersinn um einen festen Ursprung um den Winkel 6.

_ cos(f) 0 sin(f) O =
5 = ( X1 ) X1 cos(a) 5 = < X2 ) = R(p_i,e) 0 1 0 0

i y1 = sin(a) y2 R.(0 .

y( ) - : :

xg = cos(av+ 0) = cosa - cos —sina -sinf = x3 cosf — yjsinf - Sln(e) 0 COS(@) 0 \
yo = sin(a+6) = sina-cosf + cosa - sinf = y; cos b + xysinf 0 0 0 1 K

(X2>_<C050 —sin9><x1> 3
¥ sing cosf %1 ; zy = cos(a+0) = cosa - cos —sina - sinf = z cosf — x;sinf

> also: = ) xp = sin(a@+6) = sina-cosf + cosa -sinf = xq cosb + zsinf
z s
o o . cosf —sinf . X2 cosf 0 sinf X1
P = R(e)p1 mit R(e) . ( 0 0 ) Xy = X1 cos 6 + zysinf v W 0 1 0 =
sin cos 2 = —x15ind + z; cos 3
Z> —sind 0 cosé 71
T oo = - = 9Hal 46
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Rotation um z-Achse Folge von Drehungen
Drehung um die z-Achse um den Winkel ¢: Drehungen beziehen sich auf die neuen, transformierten Achsen:

Sequentielle Rechtsmultiplikationen der Transformationsmatrizen
nach der Reihenfolge der Drehungen.

cos(¢) —sin(¢)

00
Rz(¢) — SIné¢) COSO(¢) 2 8 Beispiel: Rotation um Z X' Z'": A
01

1. Eine Drehung ¢ um die z-Achse R, 4
0 0

2. Eine Drehung 6 um die neue x-Achse Ry g
3. Eine Drehung ¢ um die neue z-Achse R,/ 4

hitp:/ide wikibooks.org/

Anmerkung:
Die Folge der Drehungen lasst sich auch durch Drehungen um die
raumfesten (ungedrehten) Achsen, allerdings in umgekehrter Reihenfolge,
verwirklichen: 1. Drehung um die Z-Achse um ¢, 2. Drehung um die
X-Achse um 6 und Drehung um die Z-Achse um 1.
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Verkniipfung der Drehmatrizen

Ry0,6 = Rz Rxr 0Rzr

Cy —-S¢y 0 0]t 0 0 0][Csh —Sp 0 0
|sy cy 0 0||0 coO —SO 0| |S¢ Co 0 O
o o 10/lo se co oflo o0 10

o o0 o 1llo o o 1/lo 0o o0 1
CCo — SPCOSH —CpSp— SYCOHCH  SpSH 0

_ |SyCo+ CYCOSy —SpSe+ CpCOCH —CihSO 0
S6S¢ S0CoH CHFY0

0 0 DAL

Bemerkung: Matrizenmultiplikation ist nicht kommutativ:
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Folge von Drehungen, Rechts- und Linksmultiplikation

KRB'XT =T mit : KRBZKng'KRQB'KR3B
R-xT =T kurz:XRg =R =Ry -Ry-Rs
Rl‘R2'R3~XT =V
Ry-Ry-xT = R7t- VT 62 AT\
T _ p-1 -1 T K k-~
Ry -x* =R, -R{ " -v =~
XT = R3_1 . R2_1 . Rl_l . VT ew S0 e —— Einheitsvektoren
v,x —— Positionsvektoren
T = RI.RF.RT.\T WA RY:
e
x = (Ry -RY -RF-vH)T
X:V~R1-R2~R3 mitZ(A~B)T=BT~AT
x =v-XRg (1)
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Folge von Drehungen (cont.)

Drehungen beziehen sich auf die Hauptachsen des Ursprungskoor-
dinatensystems: Sequentielle Linksmultiplikationen der Transforma-
tionsmatrizen nach Reihenfolge der Drehungen.

Beispiel: Rotation um X Y Z (RPY):

1. Eine Drehung ¢ um die x-Achse Ry y (yaw)
2. Eine Drehung 6 um die y-Achse R, 4 (pitch)
3. Eine Drehung ¢ um die z-Achse R; 4 (roll)

(@ = Ry(g) - Ry(o) * Ru(y)  37)

Bezogen auf die jeweils mitrotierten Achsen l3sst sich die
Folge auch durch sequentielle Rechtsmultiplikationen beschreiben mit:

1. Drehung um die z-Achse um ¢ (R;,4)
2. Drehung um die transformierte y-Achse um 6 (R, )

3. Drehung um die abermals transformierte x-Achse um ¢ (Ryr )
(& =3 Ryg) * Ry(o) * Rx()
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Folge von Drehungen, Beispiel

Rotationsfolge 1 (RPY):

1. Drehung um die x-Achse mit ¢ = 20°
2. Drehung um die y-Achse mit § = 30°
3. Drehung um die z-Achse mit ¢ = 50°

Rotationsfolge 2 (Z Y' X"):

1. Drehung um die z-Achse mit ¢ = 50°
2. Drehung um die mitgedrehte y-Achse (y’) mit 6 = 30°
3. Drehung um die erneut mitgedrehte x-Achse (x”) mit ¢ = 20°
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Verkniipfung der Drehmatrizen

Beispiel: Homogene Koordinaten

R0, = Rz 3Ry 0Rx v Punkte im Raum kdnnen beschrieben werden durch:

» Positionsvektoren E
Cp =S¢ 0 O coe 0 S 0| (1 O 0 0 » Rotationsmatrix
_|S¢ cp o0 ol 0 1 0 oflo Cy —Sy 0 s
|0 0 1 0|/|-S9 0 Co 0]|0 Sp Cy O Bp — By +Bp, ggz-u-efgf:;?k berg AL
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 — Bdl +BRK KPl ;g:m;/eKl{tor p bezogen auf
In homogenen Koordinaten:
CHCO  ChpSOSY — SHCyy CHSOCY + S¢Sy 0 . ; B
_ 1S¢CO SpSOSY + CoCy SpSOCY — CpSyy 0 By — Rk Pdi] ("p1
- -50 cos ’L)[) cocC ’(/) 0 0 1 1 e e —— Einheitsvektoren
0 0 0 1 d, p, Dider Positionsvektoren
= BHk Kpu B
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Beispiel: Homogene Koordinaten (cont.)

BRx versus X Rg

Beispiel: Homogene Koordinaten (cont.)

p Bp = Bd) +Bdy +-Bp, =

pr="p1- KRB = Bdl + BRKl : K1d2 + BRKlKlRK2K2p2

1
1
1
r
1
1
pl = p]. :Pz
In homogenen Koordinaten: |
B K T\T _ K ’
(°Rk -"p1) p1-"Rg :
B,, _B K1 K2 ;
Kp - BREY = Kp; - KRg pH = “Hk1 Hi2 P2H \ﬁ«
\\ 1
Cxk2
N BRE]' = KRB 2
e < — Einheitsvektoren Cm —— Einheitsvektoren
d, p, p, —— Positionsvektoren d,p —— Positionsvektoren
B € B S8
J. Zhang o = - = 9Dal 56
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Koordinaten-Frames

Sie werden (iber die Elemente der homogenen Transformation als
vier Vektoren dargestellt.

ni n2 ns3 px

r r r I r I
H— | "2 13 P| _ |21 2 3 py (1)
0 0 01 Bl 2 3Pz
0 0 0 1
J. Zhang =) = - = DA 58
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Relativtransformationen

Man hat die folgenden Transformationen:

» Z: Welt — Manipulator-Basis
» Tg: Manipulator-Basis — Manipulator-Ende
» E: Manipulator-Ende — Endeffektor
B: Welt — Objekt

G: Objekt — Endeffektor

\4

v
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Inverse Transformationen

Die Inverse einer Drehmatrix ist einfach ihre Transponierte:
R1=RT und RRT = |

wobei / die ldentitatsmatrix ist.

Die Inverse von (1) ist:

rni r1 i —PT -

H1 = rg ro 32 —PI -2
rn3 rn3 33 —p -r3
0 0 0 1

wobei ry, ra, r3 und p die vier Spaltenvektoren von (1) sind
und - das Skalarprodukt von Vektoren darstellt.
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Gleichung der Transformation

Es gibt zwei Beschreibungen der Position des Endeffektors, eine in Bezug
auf das Objekt und die andere auf den Manipulator. Sie beschreiben die
gleiche Sache:

ZT¢E = BG

Um die Manipulator-Transformation zu finden:

Te = Z 'BGE™1 z 18
Um die Position des Objekts zu bestimmen:

B = ZT¢EG™}

Dies wird auch als kinematische Kette bezeichnet.
J. Zhang [=] 5 - = 9vaQ 61
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Zusammenfassung der homogenen Transformationen

» Eine homogene Transformation beschreibt die Position und
Orientierung eines Koordinaten-Frames im Raum.

» Wenn der Koordinaten-Frame beziiglich eines Festkorpers
definiert wird, ist die Position und Orientierung des Festkorpers
auch eindeutig spezifiziert.

» Eine homogene Transformation kann in eine Rotation und
in eine Translation zerlegt werden.

J. Zhang o ] = = YA 62
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Agenda

2. Grundlagen der Robotik

Roboterkinematik

J. Zhang [=] =) = = A 64
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Zusammenfassung der homogenen Transformationen

» Mehrere Translationen und Rotationen kénnen
zusammengefasst werden. Es gilt:

» Wenn die Rotationen / Translationen beziiglich des aktuellen neu
definierten (oder veranderten) Koordinatensystems durchgefiihrt
werden, missen die entsprechenden neu hinzukommenden
Transformationsmatrizen iiber eine Rechtsmultiplikation
verkniipft werden.

» Wenn sie alle beziiglich des festen Referenz-Koordinatensystems
durchgefiihrt werden, miissen die zusatzlichen
Transformationsmatrizen durch eine Linksmultiplikation verkniipft

werden.
J. Zhang [=] =) = = A 63
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Roboterkinematik

Unter Kinematik eines Roboters versteht man die
Transformationsvorschrift, die den Zusammenhang zwischen den
Gelenkkoordinaten eines Roboters g und den Umweltkoordinaten
des Endeffektors x beschreibt. Sie wird nur durch die Geometrie
des Roboters bestimmt.
» Basisframe
» Bezug konsekutiver Frames zueinander

— Bildung einer rekursiven Kette
» Gelenkkoordinate:

R/ Gelenk i rotatorisch
qa = d; : Gelenk i translatorisch

» Ziel: absolute Bestimmung der Position des Endeffektors (Tool

Center Point, TCP) im kartesischen Koordinatensystem
J. Zhang [m] & = = o™ 65
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Kinematik-Gleichungen Festlegung der Gelenkkoordinatensysteme

» Manipulator: eine Reihe von Gliedern iiber Gelenke verbundenen > Ziel: Berechnung von T6 =[], A;
» jedem Glied einen eigenen Koordinaten-Frame » T6 definiert, wie die n Gelenkiibergdnge zusammenzufassen sind,
» Homogene Matrix A beschreibt relative Translation und um 6 kartesische Freiheitsgrade zu beschreiben.

Rotation zwischen zwei aufeinander folgenden Gelenken » Festlegung eines Koordinatensystems pro Segment / = 1..n

(Gelenkiibergang).
> Beispiel: Manipulator mit n Gelenken:
%A;:  Position und Orientierung des ersten Gliedes
'A>:  Position und Orientierung des 2. Gliedes beziiglich Glied 1
2A3:  Position und Orientierung des 3. Gliedes beziiglich Glied 2

» Zuordnung KS zu Gelenk grundsatzlich beliebig
» Ermittlung der Transformation A; pro Segment i = 1..n
» unterschiedliche Parametersatze und Transformationsabfolgen
moglich

» allgemein anerkanntes Schema:

n=1A.:  Position und Orientierung Glied n beziiglich Glied (n-1); Denavit-Hartenberg (D-H) Konvention

Das folgende Produkt wird definiert als:

To =A%, ... A, 1A,

J. Zhang =) = - = DA 66 J. Zhang =) = - = DAl 67
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Denavit Hartenberg Konvention Parameter zur Beschreibung der Gelenke

> Idee: Bestimmung der Transformationsmatrix A; mittels vier
Gelenkparameter (6;, a;, d;, ;) und zwei Vorbedingungen:
DH1: die Achse x; verlauft senkrecht zur Achse z;_; Gelenki Q Ous
DH2: die Achse x; schneidet die Achse z;_; :

Zwei Parameter zur Beschreibung der Struktur des Gelenkes i:

Gelenk i+1

Arm i+l

V » a;: die kiirzeste Entfernung
! . zwischen der z;_;-Achse und
m N i—1
s LENRRNY // s 8 \L, , - der z-Achse
| a; 'O
; ! \ » «;: der Drehwinkel um die
! e}/ % A% x;-Achse, der die z;_1-Achse
B o auf die z;-Achse ausrichtet
Yo

» Ermittlung der 4 Parameter pro Segment i = 1..n

J. Zhang o =] - = YAl 68 J. Zhang o =] - 69
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ameter zur Beschreibung der Gelenke (cont.)

Zwei Parameter zur Bestimmung der relativen Distanz und Winkel
der benachbarten Gelenke:

Gelenk i+1

Gelenk i m Bir

» d;: Entfernung Ursprung O;_1
des (i-1)-ten KS zu Schnittpunkt
der z;_1-Achse mit der x;-Achse.

» 0;: der Gelenkwinkel um die
zi_1-Achse von der x;_1-Achse
zur Projektion der x;-Achse in
die x;j_1, yi—1-Ebene.

MIN-Fakulta
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Einige Sonderfalle

Achtung: Die Denavit-Hartenberg Notation ist nicht eindeutig!

J. Zhang

> z;_1 liegt parallel zu z;

> beliebig viele kiirzeste Normale
» meist Wahl, dass d;=0

» z;_1 und z schneiden sich 4 !

» meist Wahl, dass KS; im Schnittpunkt
liegt, dann a; = ©

» Lage von KS,, nicht eindeutig, da kein Gelenk n+ 1 existiert; x, muss
aber trotzdem auf einer Normalen zu z,,_; liegen; iibliche Wahl: z,
zeigt “aus Hand heraus”
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Festlegung der Koordinatensysteme

Fir die Festlegung des Koordinatensystems gilt:

» Die z-Achse wird entlang der Bewegungsachse des (i+1)-ten
Gelenks gelegt.

» Die x;-Achse ist senkrecht zur z;_1-Achse, schneidet diese
und zeigt von ihr weg.

» Die y;-Achse wird so festgelegt, dass ein rechtshindiges Koor-

dinatensystem : : entsteht.
Y 7
- ’ x
-— & Dy ——>
\

Linkshandiges Koordinatensystem Rechtshandiges Koordinatensystem

www.wikepedia.org
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Vorgehen bei gegebener Struktur

» Ausgangspunkt: Das Koordinatensystem Y ist das ortsfeste
Ausgangskoordinatensystem in der Basis des Manipulators

» Achsen bestimmen und von 1 bis n durchnumerieren

» KS;_1 auf Dreh- bzw. Schubachse i positionieren, z;_; zeigt in
Achsrichtung i

» Normale zw. den Achsen bestimmen; x; festlegen (in Richtung
der Normalen)

» y; bestimmen (Rechtssystem)
» Denavit-Hartenberg Parameter ablesen

» Gesamttransformation berechnen
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DV-Transformation zwischen zwei Gelenken DV-Transformation zwischen zwei Gelenken (cont.)
Beispiel: Uberfiihrung eines Koordinatensystems To in ein » Gelenkabstand: Translation d; entlang der zp-Achse bis zu dem
Koordinatensystem T3 Punkt, wo sich zg und x; schneiden

» Gelenkwinkel: Rotation 61 um die zp-Achse, damit die xg-Achse
parallel zu der x;-Achse liegt

100 O
1
TO.0.d)= 0 o 1 3
: 0 01 &
cos(f1) —sin(f1) 0 O
. 0 00 1
Ru(01) = sin(f1) cos(f1) 0 O
2\ 0 0 10
0 0 01
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DV-Transformation zwischen zwei Gelenken (cont.) DV-Transformation zwischen zwei Gelenken (cont.)
» Armlange: Translation a; entlang der x3-Achse, um die » Verwindung: Rotation a; um die x3-Achse, um die zp-Achse in
Urspriinge der Koordinatensysteme in Deckung zu bringen die z;-Achse zu lberfiihren
(1) ‘1) g 2 10 0 0
T(a1,0,0) = 001 0 R _ |0 cos(a1) —sin(a1) O
x(aa) 0 sin(ai) cos(a1) O
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DV-Transformation zwischen zwei Gelenken (cont.)

» Gesamttransformation von Ty nach Ti:

17-0 = Rz(el) : T(0707 dl) : T(Q]_,0,0) : Rx(al)

costly —sinficosay  sinfisinoy  ajcosby

sinf;  cosBicosay —coslisina;  aysinfy
0 sino cosoy di
0 0 0 1

» Denavit-Hartenberg-Parameter: 6, d,, an, an

> a,, a, — konstant, konstruktionsbedingt
» 0,, d, — variabel

> Rotationsgelenk: 6, variabel, d, fix

> Translationsgelenk, d, variabel, 6, fix
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Bahnplanung

Da T6 nur die Zielposition beschreibt, ist explizite Generierung
einer Trajektorie ndtig, je nach constraints unterschiedlich fir:
» Gelenkwinkelraum

» kartesischen Raum

Interpolation durch:

» stickweise Geraden

» stiickweise Polynome

» B-Splines

> ...

Diese Aspekte werden wegen der beschrankten Zeit nicht weiter
vertieft. Siehe hierzu relevante Veranstaltungen unter:

http://tams-www.informatik.uni-hamburg.de/lectures/
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Position

T6 definiert, z. B. bei einem Manipulator mit ausschlieBlich
Rotationsgelenken, wie die n Gelenkwinkel zu 12 nichtlinearen
Formeln zusammenzufassen sind, um 6 kartesische Freiheitsgrade
zu beschreiben.
» Vorwdrtskinematik K definiert als:
» K:feR" = X eRE
» Gelenkwinkel — Position + Orientierung
» Inverse Kinematik K ! definiert als:
» K1:XeRl 50 eR"
» Position + Orientierung — Gelenkwinkel
> nichttrivial, weil K i.A. nicht eindeutig invertierbar
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